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研究内容： 中学生にも分かるように、剰余系を用いずにフェルマーの小定理を証明する 

 

𝑝枚のカードに数字 0,1, ⋯ , 𝑝 − 1 が書かれていて、番号順に並んでいる。 

例えば𝑝 = 5のときは次のようになる。 

0 → ( 0 1 2 3 4 ) 

先頭のカードを最後尾に持ってゆく操作を1 −シャッフルと名付ける。 

1 → ( 1 2 3 4 0 ) 

1 −シャッフルを𝑝回行うと𝑝枚のカードは初期状態 ( 0 1 2 3 4 ) に戻る。 

 最後尾のカードを先頭に持ってくる操作を逆1 −シャッフルと呼ぶ。逆1 −シャッフルは 

負の数を用いて次のように表すことができる。 

−1 → ( 4 0 1 2 3 ) 

 この数字の並びは4 −シャッフルを行った結果と同じである。このことを記号で 

−1 ≡ 4 

と表すことにする。一般に、逆𝑘 −シャッフルを行った結果は(𝑝 − 𝑘) −シャッフルを 

行った結果と一致する。 

さて、𝑝が素数の時フェルマーの小定理が成り立つ。ここでは𝑝 = 5の場合を証明する。 

𝑥𝑝−1 − 1 = 𝑥4 − 1 = (𝑥2 − 1)(𝑥2 + 1) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) 

である。1 −シャッフルは逆4 −シャッフルと同じなので 

 𝑥 + 1 ≡ 𝑥 − 4 , 𝑥2 + 1 ≡ 𝑥2 − 4 

が成り立つから 

𝑥4 − 1 ≡ (𝑥 − 4)(𝑥 − 1)(𝑥2 − 4) ≡ (𝑥 − 4)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)(𝑥 − 2) 

更に、2 −シャッフルは逆3 −シャッフルと同じだから 

𝑥4 − 1 ≡ (𝑥 − 4)(𝑥 − 1)(𝑥 − 3)(𝑥 − 2) ≡ (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 − 4) 

この式より、𝑥 = 1,2,3,4 のとき 

𝑥4 − 1 ≡ 0 

が成り立つ。（フェルマーの小定理） 

なお、この方法でユークリッドの互除法を行ったり、ウィルソンの定理 

𝑝が素数 ↔ (𝑝 − 1)! ≡ −1 

を剰余系を用いずに証明することができる。 

 

 


